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周期的軌道からなる星系の安定性
佐藤　　　通
§1．　IntrOductiOn
　宇宙を構成する諸スケールの星系（星団，銀河，銀河集団，……）の進化
は相互の遭遇（主としてdistant　encOmter）における散乱の非弾性度に大
きく左右される。星系を平衡点の近傍に多数の固有振動数ωi（6＝1，2……）
を持つ安定振動系と見なすと，外力（つまり遭遇する相手の作る潮汐カ）
∫（広）のFOurier成分！（ω。）のム1∫（ω。）12が星系の内部エネルギー励起重”
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）を定める。これが線型近似の範囲で非弾性度のスタンダードな評価であった。
この問題は力学的平衡状態（以降，O次の状態と呼ぶ）にある星系の安定性
の問題と表裏をなす。後者の理論的解析は，主としてマクロ，ミクロの2つ
の典型的手法によってなされてきた。マクロなアナローチはViria1方程式
　　　　（2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
に基づき，ミクロなそれは無衝突ボルツマン方程式に基づ㍍その際0次の
系の状態は，前者では全系の慣性モHメント，重力エネルギー，運動エネル
ギー等によって，後者では6次元phase　space（いわゆるμ一空間）での一
体分布関数ハ（r，η）によって表現される。これらからO次の系を構成する星
の軌道に関する情報を得るためには，前者では総和されてしまって不可能で
あり，後者はimp1icitに含んでいるのだがあらためて積分したければなら
（1）拙稿“潮汐カによる天体の内部自由度励起の諸問題”，　r神戸外大論叢」第34巻5号1
　頁（1983年）。
（2）　S．Cband誠呂ekhar，．’El工ipsoid日1Figures　of　Equi1ibrium”（1969），Ya工e　Uni・
　versity　Press，が古典的著作。また多体問題における系の慣性モーメント（Jacobi　function）
　の広い応用例を述べたV．I．Fen㎝昌ky，et　aI．“Jacobi　Dynamics”（1987），D．Reide1
　PubIishi皿g　CompaI1y，がある。
（3）A．M．Fridman　a皿d　V．L．Polyacb㎝ko，“Pby呂ics　of　Gravitating　Syste皿s”
　Vo1s．I，II（1984），Springer・Ver工ag，に豊富な諸例が紹介されている。
　　　　　　　　　　　　　　　（55）
ない。
　ここで原子物理学において我々が慣れ親しんだ考え，つまり原子内電子の
各軌道は，保存量を示すノ≒ラメータである量子数によって指定され，エネル
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）ギF”の吸収や放出はある軌道から他の軌道への遷位として理解される
という描像を（不連続量という本質的相違があるにせよ）星系の記述に転用
できないであろうか。星系を，ある保存量で指定されるいくつかの基本的な
軌道（族）の集まりとして表わす，という着想であるgそれが可能なら，星
系のO次の内部構造に関する上記のマクロとミクロの表現を有効に内挿する
“等身大”の記述法が得られる。
　　　　　　　　（5）　Schwarzschi1dは，triaxia1（3軸非等）な銀河モデルを作るにあたって
初めてこの記述法を考案しれその基礎にあるのは，与えられたポテンシャ
ル分布（従って密度分布）の中を走って或る空間領域を埋め尽くす，3つの
　　　（6）保存量を担った“regu工ar　orbit”という概念である。後者は，軸上の直線
軌道や軸のまわりの円軌道のような周期的軌道をそれぞれ“parent”として，
そのまわりをとり囲む“fami1y”をなし，box形（box　orbit）やtube形
　　　　　　　　　　　　　　　　（7）（tube　orbit）の空間領域を占める。Schwarzschi1dは3つの保存量をパラ
メータとするこれらのregdar　orbitsを重ね合わせて元の密度分布を再現
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）する，という仕方でse1f－6onsistentな銀河モデルを作り上げた。この重ね
（4）単なるアナロジーとして星系のふるまいを量子論的に表現することは珍しいことではない。
　たとえばY．Fujis1ユima，M，Fujimoto　md　M．To昌a，Publ．Astエ。nl　Soo．Jap、（1985）
　37，415．またSas－awは星の集まりの媒質の中を大質量星が通過した時生じる集団励起を
“grexons”と命名している。W．C．S日slaw，“Gravitationa1Phy宮1o畠。f　Ste11ar　md
　Ga1actic　Systems”（1985），Cambridge　U皿三versity　Press．
（5）M．Sohw乱r田宮。止iId，Astropbys．J．（1979）232，236．また彼による解説記事がed．
　by　I．FaIl　and　D．Lynden－Be11“Tbe　Stmcture　and　Evo1ution　of　NormaI　Ga！a一
　エies”（1981），Cambridge　Unive正s三ty　Pre畠s，p．43，にある。
（6）　1つは。1assioa工（エネルギー）2つはmn－c1assic日1なもの。後者の存在はポアンカ
　レの考案に始まる“田urface　of　section”の方法により数値計算的に確かめられる。3つ存
　存することが彼の議論に必須の要件である。
（7）　J．Binney　and　S．Tremaine，“Galactic　Dy正1a皿ics”　（1987），Pr三noeton　Uni・
　ve正sity　P正ess，のChapter3に詳述されている。
（8）　この方法で作るモデルのunique皿e畠畠と安定性の問題は十分には調べられていない。後
　者に関しては§3でふれる。
　　　　　　　　　　　　　　　（56）
合わせはその最適の係数を線型計画法で定める問題に他ならない。
　その後これに関して次のような展開がなされたことを付記しておく。（i）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9〕この方法が軸対称や球対称のモデルにも適用された。（ii）SchwarzschiIdの
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1O）　　　　　　　　　　（11）方法と9a1actic　dynamicsの式との橋わたしがなされた。（iii）Binneyら
によって，regu1ar　orbitを指定するパラメHタとして・“action　integra1”
λ（4＝1，2，3）の方が有益であることが指摘された。何故なら山は同じfami玉y
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）の申では連続量で，異なるfami1y間では不連続な飛びを持つこと，および
ポテンシャルのゆっくりした変化に際して断熱不変量としてふるまう等から。
（iv）何故銀河のポテンシャルは（必要な個数の保存量を持つ）regu1ar　orbits
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）の存在を許すようなポテンシャルになっているか，にGer11ardは次のよう
に答えた。それは，可積分ポテンシャルとして知られているSt盆。ke1ポテン
シャルで近似できるからであり，後者とのズ1ノは2つの軌道fami1y間の境
界に薄いstochastic1ayerを形成するにすぎないからである。
　星系のO次状態の，上の意味での内部構造一各種周期的軌道とそれらに
随伴する軌道fami1iesの集まりとして表現される一をストレートに反映
するような形で，星系の安定性問題を定式化することは興味深い課題である。
その準備段階にあたる本稿は安定性問題の基礎方程式として§3で具体形を導
くように，次の線型発展方程式
　　　　　a　　　　　一ξ十Q（広）ξ＝0　　　　み
をとる。ここでξ（c），Q（エ）は6W次元相空間（いわゆるr一空間）でのベク
トルと正方行列で，前者はゆらぎを示し，後者の申には0次のすべての軌道
のふるまいが（与えられたものとして）含まれている。最も単純なケースか
　（9）前者はD．O，Riohstone，Astropbys．J。（1984），281，100／J．L．Bisbop，AstroPhys．
　J．（1986），305，14・後者はD．O．Richstone　and　S，Tremaine，AstmPhys．J．（王984），
　286，27．
　（エO）　P．O．Vandervoort，Astmphys．J、（1984），287，475・
　（11）J．Bimey　md　D．SpergeI，Mon．Not．R．astエ．Soc．（1984），206，159．
　（12）金属内自由電子のエネルギーのバンド構造が連想され私
　（13）　O．E．G巴rhard，AstroI1，md　AstmPhys．（1985），151，279．
　　　　　　　　　　　　　　　　（57）
ら始めるという定石に従っセ，本稿で具体的計算のサンプルとしてとり上げ
るのは行列Q（f）全体が単一周期を持つ関数となる星系モデル（一様密度
球）である。これはHi1工の方程式の多次元版に他ならず，その解の不安定
性はパラメ【タ共鳴によるものである。
　以下の構成は次のようになる。§2でHi11の方程式の解（フロケーの定理）
とその安定性の判別を多次元の場合に拡張する。§3で星系の安定性問題に関
する定式化を行ない，関連事項の考察をす乱§4で以上を一様密度球モデル
に適用した計算を報告し，結果を吟味する。最後に§5で次のステップヘの展
望を簡単に付記する。なおApPendix（A）（B）（C）に本文で省略した計算の
骨子を記しておく。
§2多次元のHi11’s　Equationの解の安定性
　係数尾（τ）が周期（＝πとする）的変化をする次の形の線型二階微分方程式
　　　　∂2　　　　　　ツ十2ツ十尾（τ）ツ＝0；　尾（τ十π）＝尾（τ）　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）
　　　　aτ2
　　　　　　　　　　（14）をヒル（Hi11）の方程式と総称する（λは定数）。ブランコの共振や金属自南
電子のエネルギー・バンドの初等理論でおなじみの，マシュ←（Mathieu）
方程式
　　　　a2　　　　万ツ十（卜2・cos2τ）ツ＝0　　　　　　　（2）
はその一例である（α，gは定数でg＞Oとしてよい）。τは無次元化された時
間でτ≡ωo丘，よってもとの時間彦に関し尾（‘）の角振動数は2ωoである
ことに注意しておく。
　州国の粒子からなる系の3次元配置空間での3W次元位置ベクトル（縦ベク
トル）を至（τ）とする。以降でM≡3W（空間白由度）とおく。K（τ）を周期πを
（ユ4）W．Magms且nd　S．Winkler，“Hm，s　Equation”（1979），Dover　P皿b1ications
　I皿C．，が概容を知るのによい。他に例えば，伏見康治領代物理学を学ぶための古典力学」一
　　（岩波書店），戸田盛和「振動論」　（培恩館）など。
　　　　　　　　　　　　　　　　（58）
持つM次正方行列として，互（τ）は次の運動方程式（M次元のHin’s　Equation）
　　　　a2　　　　a、・糾南十K（τ）五＝O・K（τ十π）＝K（τ）　　　（3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）に従うものとする。ここでリはスカラF定数。
　次で定義される2M次元縦ベクトルξ（τ）と2〃次正方行列Q（τ）を導入す
る（をの上のドットはaμτ）：
／・）一
i1：1：）・炸し、、∵）∵）・
（4）
ここで0，∫はそれぞれM次の正方零行列と単位行列。式（3）は次の一階微
分方程式
　　　　　a　　　　　　ξ十Q（τ）ξ＝O；　　Q（τ十π）・＝Q（τ）　　　　　　　　　　（5）　　　　3τ
の形になる。このξ（τ）の初期値をξ1≡ξ（O）とする。式（5）は2M次元相空
間（r一空間）の点ξoを始点とした連続的な曲線を作り出す。τの進行とともに
この曲線が点ξoの近くの或る閉曲線に沿って回り続ける（周期解）か，近
くにとどまりつつも或る次元の超曲面を埋め尽すように動きまわる（非周期
的安定解）か，又は点ξoからの距離1ξ（τ）一引がτに関し指数関数的スピー
ドで増大する（不安定成長解）カ㍉等々を定める諸要因は，フリーパラメー
タも込みで既知の周期的行列Q（τ）の中にすべて含まれている。
　式（5）の2M個の線型独立な解ξ（エ）（τ），ξ（2）（τ），…，ξ（2M）（τ）から作った
2M’汾ｳ方行列X（τ）を
　　　　X（τ）・≡（ξ（ユ）（τ），ξ（2）（τ），…，ξ（2M）（τ））
とおくと，各ξ（｛）（τ）が式（5）をみたすからX（τ）も
　　　　　♂　　　　　　X（τ）十Q（τ）X（τ）羅O　　　　　　　　　　（6）　　　　aτ
をみたす。また各ξ（｛）（O）をその第ゴ成分がξ（；〕（O）＝δ1ゴであるような単位べ
　（15）∠を任意の（M次正方）定数行列として式（3）の第二項を”としておく方がより一般的。
　式（3）はノ刊邊X単位行列という特別の場合にあたる。この一般化は容易であるが本稿の議論
　にはこれで間に合う。
　　　　　　　　　　　　　　　　（59）
クトルにとっておくと，X（0）＝ム　ここで∫は2M’次単位行列。このX（τ）
を基本解行列という。X（τ）の行列式（ロンスキアン）は式（6）から
・・t巡1）一…双・）・…［一S；…（1・）・・1
となることが容易に示せる。対角和tr　Q（τ）＝Oだから，任意のτに対し
　　　　det　X（τ）＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）これはもとの方程式（3）が散逸項を含まないことの表現である。X（τ）を使っ
て式（5）の解は
　　　　ξ（τ）＝X（τ）ξo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）
と表わされる。なおこれはX（τ）がr一空間の点ξoから点ξ（τ）への（パラ
メー」タτに関して連続な）写像であることを表わしている。系が散逸的でな
いとき，この写像はシンプレクティック（simp1ectic）な写像であることが示
　　（17）
せる。
　次に解（8）の安定性の議論のためにまずフロケー（F10quet）の定理を多次
元に拡張しておく。Q（τ）の周期性Q（τ十π）＝Q（τ）からX（τ十π）も式（6）の
解だから，λを2M次正方定数行列としてX（t）とX（τ十π）は
　　　　x（τ十π）＝x（τ）λ　　　　　　　　．　　　　（9）
　　　　　　　（18）の関係で結ばれる。．式（7）から
　　　　det■4＝ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）
式（9）と（10）はそれぞれQ（τ）の周期性と系が散逸的でないことの表現である。
この定数行列λの申に解（8）の安定性に関する情報がすべて収納されている。
以下ではλの固有値が重根を持たないとして話を進める。λの固有方程式
（1・）式（・）が榊11・・（1）鰍・糾・（1）秀一・の形のときΩ（τ）一（”・。卓。（、）烹））
　となり　trΩ（τ）＝trR（τ）。ふつうの場合，まさつカの性質からこれは正だからdetX（τ）はτ
　の減小関数となる。
（17）“simpl㏄tio”の意味は，アーノルド・アベズ「古典力学のエルゴ』ド問題」　（吉岡書
店）参照。
（18）ξ｛1〕（τ），ξ｛2〕（τ），…，ξ｛”〕（τ）が式（5）の線型独立な形ならξは〕（τ十π），ξω（τ十π），
一，ξ12〃〕（τ十π）も同様。よって各ξω（τ十π）は前者の一次結合で表わされ乱その係数の
行列がλ。AがX（τ）の後にかかるのは式（6）の形からも明らか。
　　　　　　　　　　　　　　　（60）
　　　　det（λ＿ρ∫）≡0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1ユ）
　　　　　　　　　　　（19）ρ根をρ1，ρ2，…，ρ2〃とすると，周知の関係から
　　　　ρ1ρ2…　ρ2〃＝・detノし・＝・ユ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12a）
　　　　ρ1＋ρ・十…十岬＝trA　　　　　　　　　　（12b）
定数η・をρFeπη・で定義するとApPendix（A）で導くように多次元のF1o－
quetの定理は次のように表わされる：
　　　「式（5）の解は一般に次の形に書ける，
　　　　　　2〃　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）
　　　ξ（τ）＝Σe牧q（｛）（τ）；　9（｛）（τ十π）刊（の（τ），　η1＋η2＋…η蛆＝O」
　　　　　　ξ；1
ここで各q（｛）（τ）は周期πの任意関数で2M次元縦ベクトルである。M一
のとき，　（λが重根を持たない場合の）よく知られた形に帰着する。
　従って，解が安定であること（又は不安定成長すること）の必要十分条件
は，η・・η呂…，η2班の実数部分がすべてゼロであること（又は少くとも1つ正
であること）である。η・十η・十……十η・〃＝0から，それらの申に負があれば
必ず正があるからである。相加平均；≧相乗平均の関係と式（12a）とから1ρ・1
＋1ρ21＋…斗1ρπi≧2Mで，この等号は安定（1ρi13！ρ含！＝…＝1ρ君〃！ニュ）
の場合のみだから不安定性の必要十分条件ぼ
　　　　1ρ、1＋1ρ。1＋…斗1ρ。皿1＞2M．
この左辺は1ρ、十ρ2＋…十ρ脳1（＝ltrλ1）よりも大きいから，不安定性の十分
条件は
　　　　jtr刈＞2M　　　　　　　　　　　　　（13）
となる。なおM＝1のとき式（13）は必要十分条件になることを注意しておく。
何故ならこのとき固有方程式（11）はρLtrλ・ρ斗1：0となるからである。
M＝ユの場合め名称にならって，この不安定性を「パラ．メータ共鳴」と呼ぶ
　（ユ9）式（9）でτ＝Oとおくとλ＝X（π）だからAもミンプレクティックな写像。このとき＾の固
　　有値は更に次の性質を持つ：「ρが固有値なら1ノρ，〆，1ノρ辛もまた固有値」（Poinca・rさ一Ly乱・
　　pounov），従って「固有値の全体は1ρト1の対ρ，ρ＊と，1ρ1＋1一の四重対ρ，1ノρ，ρ＊，1／ρ＊
　　の2種類の組に分かれる」。アーノルド・アベズ著，前掲書，付録29参照。
　（20）両辺の2M次元ベクトルの上半分を切り離して三（τ）昌Σ賀舳りω（τ）；至ω（τ十九）ゴ
　　〃〕（τ），と書いてもよい。声ω（τ）はM次元縦ヘクトル。
　　　　　　　　　　　　　　　　　（61）
ことにする。
　以降では十分条件（ユ3）で満足することにして，まずtrλの表式を求めてみ
る。これは式（3）のりとK（τ）から得られる量である。導出の要点はApPen－
dix（B）に述べることにし結果のみを記す。trλ≡γo＋γ1＋γ・十…の逐次展開
の形で書くと各γo，γエ，γ。，…は
γド2〃・cosリπ
／1一一・i・l1・P戸1…凪1）
1ドH）托1；・1中1・1∴払φ（1）（1i・11・・ll）（1。）（2’）
　　　　　×tr／K（τ・）K（τ・）…
φ（島）（τ1，τ・，…，τ此）
≡Sinリ（τ1一τ2）・Sinリ（τ2一τ畠）…
K（τ此）｝，（雇≧…：2）
K（τ）の周期性を利用して次の形に直してもよい。K（τ）＝ΣPパe042炊と
おく。ここで
ト÷1；・（1）州1・
Sinリ（τ仁1一τ庇）・Sinリ（τ丑一τ1＋π）
　　　　　　閉昌Loo
P＿バP冊＊ （15）
はK（τ）のFOurier係数で”次正方行列（上の2つやの式はK（τ）が実数
行列であることから）。
アF2〃・cosリπ
γ1＝一王・i・リπ・t・片
　　　リ
lF（6リ）庇㍗1舳・榊…／帆㌦／（・・）
　　　　　　・1；・1中1・…いll…（洲）・（尾≧・）
ψ（尾）…［リ（ε士一E此）一2m1］τ1＋［リ（ε2－E。）一2n皇コτ2
　　　　　＋［リ（E君一⑰）一2m君コτ語十…　十［レ（ε比一研＿・）一2m花コτ比
（21）リ＝Oのときはリ→Oの極限をとればよい。式（16）も同じ。
　　　　　　　　　　　　　　（62）
ここでΣは　ΣΣ…　　Σの，Σは　　Σ　Σ…　　Σ　のそれぞれ
　　　‘　　　‘エ’土1蜆空圭1　　軸＝土1　　　　閉　　　伽＝一碗閉2。＝一〇〇　　捌硅＝一〇〇
略記である。
　不安定性（パラメータ共鳴）の十分条件は式（ユ3）から
　　　　i2Mcos帆十r・十γ・十…1＞2M　　　　　　　　（エ7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　（22〕となる。K（τ）が関与するのはγ、，γ里…を通してであるが，行列K（τ）の各成
分の大きさの目安をεとするとせいぜいγ・～2M’ε，γ2～（2M’ε）2，…の。rder
である。従って上式を満たすためには，ε→0のとき。osリπ尉±1つまりリ
局0，工，2，…でなければならず，これからハズレたりに対してはそのズレの
程度に応じてεが大きくならたければいけない。パラメータ共鴨の発振条件
の定性的特徴がよく現われている。なおK1≡O（γFγ1＝…二0）のとき上式を・
みたすのはリ＝純虚数（リ2＜O）の場合だが，これは式（3）から当然である。
　最後にテスト・ケHスとしてM＝王　　α
（一次元）にあたるMathieu方程式　　　　　　　　　　　　5　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α＝4＋一q2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ2（2）の解の不安定律を，上の式（ユ7）一　4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1この場合必要十分条件である一でチ　　　　　　　　α＝4一画92
　　　　　　　　　　　　（23〕エックしてみよう。他の著作をもとに
右図にMathieu方程式の解の不安定
領域（図の斜線部分，なお境界の曲線上
で解はπまたは2πの周期関数になる）　　　　　　　　α＝1＋9
を㈹O～4，9《1の範囲で示してある。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
式（2）は（3）のリ2＝α，K（τ）竈一2qcos
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α＝1－q2τ（ス．カラー関数）にあたり，これを
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　○
式（14）！こ入れてγ4まで求めると（α司2　　　　　　　　　　　　　　9
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α＝一一g2とおいて）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　（22）ア1はK（τ）の一周期平均しても消えない部分（＝P（o〕）に由来する。K（τ〕からこの部分を
　分離して式（3）の第二項に入れておくと注（！5）で述べたことにあたる（仁リ2J＋P｛o〕）。なお
　§4の末尾参照。
　（23）注（14）の伏見（図59）又は戸田（図2・10）を参照。
　　　　　　　　　　　　　　　　（63）
γべρ一?鰹装M）牝μ一町
μ一m一義弟竺ワ・孟姥≒撃き島）…小
9《ユだからγ≡2cosリπ十γ・打・打誼十γ・とおいて不安定条件（17）を1バ＞2
とする。これはリ→0，ユ，乞，…（α→O，ユ，4，…）のとき満たされるから個別にそ
れぞれの近くを調べる。
1）1一・（・一・）のとき1隻・［1づ（1・；・1）・・（・）1
　　　　　　　1よって　α＜一一g2で不安定　　　　　　　2
・）1－1（1－1）のとき1皇一・［1一苦／（1－1）Lゲ／・・（・4）1
よって　1－9＜α＜1＋9で不安定
・）1→・（1→・）のとき1隻・［ト様（・一・）・納
　　・／（9一・）一品・・／・・（・・）1
　　　よって・一知＜切＜・・呂・2で不安定
図に示した不安定領域をちょうど再現していることがわかる。
§3星系の安定性問題
　§1に述べたような定式化，すなわち星系の0次（平衡状態）の全軌道運動
がストレFトに反映されるように安定性問題の基礎方程式を作るには，New－
tOnの運動方程式を裸のまま扱うだけで事だりる。
　星系を万有引力のみで作用しあっている，質量mのM個の粒子（質点）
系とする。Rを系の大きさの目安（球状のときは半径）としてω02－G伽／
R岳，τ＝ωo彦とおく。α番目の粒子の位置ベクトノレX。（τ）が摂動によってX。（τ）
十”。（τ）になったとすると，X肛（τ）と”。（τ）の従う方程式はそれぞれ（後者は
線型化近似）
　　　　♂＾　Gm　∂　　　　1　　　　純一マ、克ヲ戊．‡r軌　　　（18）
（64）
　　　　a2伽旭十Σ蝋、）伽ゴ十Σ・Σ凡、，β、（τ）仰、一0　　（19）
　　　　aτ2　　ゴ　　　　βゴ
　　　　　　　（1≦α，β≦川1≦ξ，ゴ≦3）
　ここでΣ’はβ＝αを除く和，”皿1は”皿のξ方向成分（仁1，2，3）。また
　　　　β
ρ，Kの定義は
　　　　　　　　Gm　　　∂里　　　　　ユ　　　　㈱≡71凡凪㍍。裏1　　（20）
　　　　　　　　　G榊　　　∂2　　　　1．　　　　瓦舳（τ）；’ω。・∂X。∂馬、一一・　　　（21）
　　　　　　　　　　　　　　　　　lX山一41
式（18）と（20）の0次のポテンシャル和は平均場
　　　　Σ一1デ1二（リ7　　　　（・・）
　　　　β　lX血一馬1　　1X山一rl
　　　　　　　→　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＾で近似できるくm（r）は個数密度）が，式（21）のそれは式（19）でゆらぎ仰と
。OuP1eしているのでそれが出来ないことに注意しておく。なお一様密度球
（個数密度no）のとき上式は2πmo（R里一X皿2／3）となる。
　ゆらぎの式（19）を行列形式に直すと
　　　　a2　　　　万糾ρ（τ）糾K（τ）紅O　　　　　　（23）
またはξを式（4）で定義して
　　　　余…）1一月）一（、、）：酢、∵）
となる。ただし互は3次元縦ベクトル”皿をα一，2，…，Nの順にたてに並べ
たM（＝3州次元縦ベクトルで，ρ（τ）…｛δ皿βρ1言）｝，K（τ）≡｛K．1，βゴ（τ）｝で定義
するM’次正方行列の添字の扱いもそれに準じる一烽ﾌとする。またΣ’βの章
味を考慮してα＝βのときK皿・，βゴ＝0と定義しておく。ρ（τ），K（τ）ともに対
称行列である。
　以上で意図した定式化が済んだ。ゆらぎ五（又はξ）の動向を規定する行列
ρ（τ），K（τ）（又はQ（τ））は系のO次の軌道運動X（τ），X。（τ），…，凪（τ）一
　　　　　　　　　　　　　　　（65）
それらは式（ユ8）の解一の様子を詳細に反映するものと在っている。ここで
ρ（τ）とκ（τ）のちがいを見ておこう。ρ（τ）は3x3行列ρ（α）≡｛ρ1葦〕｝（5，ゴ＝ユ，
2，3）をα二1，2，…，Wの順に対角線に並べたもの（他の成分はゼロ）で本質
的に次の一体問題
　　　　　a2＾　　　　　＾　　　　一a、・・皿十ρ（皿）（τ）・皿二0　　　　　　　．（24）
を個々に（α＝1，2，…，州記述するにすぎない。しかも行列ρ（α）（τ）の時間依
存性は式（20）（22）から粒子α白身の0次の軌道運動X血（τ）だけで定まる。実
は上式が§ユで紹介した“regu1ar　orbit”を定める方程式なのである。いま，
与えられたO次ポテンシャル（22）の中で粒子αのO次の軌道が周期的であ
るとする。すると兄（τ）従ってρ（皿）（τ）が周期関数となり，式（24）は3次元（M
　　　　　　　　　　　　　　　　（24）＝3）のHi11の方程式に他ならない。するとフロヶ一の定理から（注（20）参
照）
　　　　一　　　　　6　　　」
　　　　”血（τ）＝Σ・桝パ〕（τ），η1＋η里十…η・＝O，
　　　　　　　　づ＝1
ただし3次元ベクトル〃（τ）はX（τ）と同じ周期を持つ任意の周期関数。
　　　　　　　〔25）　　　　　　　　　　　　＾η・（字＝1，2，…。6）がO又は純虚数なら蛎（τ）は安定である。仮にη・…η・＝O，
ηF仏ηドーψ（μは実数）としよう（注（19）参照）。すると”血（τ）は周期2π／μ
とx（τ）の周期とが組み合わさった複雑な振動をし，一般に両周期の比は有
理数にならない（incommensurab1e）からX皿（τ）十”血（τ）はX（τ）のまわ
りに閉した軌道を作らない。従ってそれは周期軌道をとり囲む或る空間領域
を埋め尽くす。同じx（τ）に対してこういう”皿（τ）は他にもあり；これらが集
まってregularorbitの“fami1y”をたす。その“Parent”が周期軌道元（τ）
である。この議論はこの周期軌道の安定性（それが“Parent”の資格）を論じ
　　　　　　　　　　（26～
ていることにもなる。
　（24）式（3）の第二項にあたるものが無いが，これは本質的でない。
　（25）6×6定数行列λの固有値ρ｛からρド色τo硯で定まる。τ。はX皿（τ）の周期。
　（26）B三mey　and’「re皿aine，前掲書　（注（7）），p．175～177，で簡潔にふれてある。また
　　“surface　of　seotion”上での位置ゆらぎとしてではあるが（M！2）本質的に同じ考察をしそ
　　れを棒状銀河内の軌道不安定性に応用したD．」Pfenniger，Astr㎝、and　Astropbys．
　　（1985）150，97ノ回112，を参照。
　　　　　　　　　　　　　　　　（66）
　これに対してK（τ）は系のゆらぎの協同的（c00perative）なふるまいを記述
する，そのつなぎの役目を果たしている。これは式（19）の左辺第3項が，”皿の
運動に他のすべての仰（β十α）が関与するさまを表わしていることからわかる。
この第三項は流体近似の言葉で表わすと，密度ゆらぎδρ（ブ，サ）に伴うホテン
　　　　　　　　」　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）シャルゆらぎδφ（7，彦）が引き起こす力に相当する。ρ（τ）のみによる周期的
軌道の安定性の解析は，自己重力系において本質的なこの多体効果を無視し
た議論であることに注意しなければならない。従ってそれに基づく一体問題
としての“regu王ar　orbit”の概念やその線型的重ね合わせによるSchiwarz－
schi1dの銀河モデノレも，K（τ）項を入れた多体問題の土俵上で再吟味される
必要があることを指摘しておく。次章で扱う一様密度球モデルはρ（τ）が定
　　　　　　　　　　　（28）数行列（単位行列）になり多体効果K（τ）のみが純粋にをの運動を支配す
る，特殊なケースとたっている。
　この一様密度球ではすべての0次の軌道が同じ時間依存性と同じ初期値
（X（O），K（O））依存性を持っている　（次章の式（26））。だからO次の内部構
造の記述はr一空間（6W次元）での“超”ミクロな表現による必要はなく，
μ一空間（6次元）における個数分布ハ（r，η）の指定で十分である。このこと
は不安定性の十分条件（17）にも次の形で現われている。行列p仰はX（O），K
（O）（α一・2・…・州のみの関数で，各γ此は式（16）からこれらの積の対角和で
定まる。積や対角和の演算は系内の全粒子についての和Σ場に対応し，こ
れはそのつど分布関数ハ（r，η）を掛けてみゐについて積分することに相
当する。つまり不安定性の判定に際し，系のO次の構造は力（r，η）を通して
表現されている。
　ここで分布関数∫（7，η，’）を直接に解析することによる星系の安定性問題
（27）直接示せる。ゆらぎ仰（τ）を粒子βの位置一rでのグランジュ変位η（r，’）と見なしてδρ
（r，f）＝＿div（ρη）で関係づけれぱよい。
（28）　このとき前述のη1，η2，一…，η6はすべてゼロとなり正egu1趾。rbit　familyは存在しな
　い。これはfami1y全員がpare皿tのもとに“縮退”したとも，あるいは全員が“一人立ち”
　して（f日milyを持たない）parentになったとも言える。
　　　　　　　　　　　　　　　（67）
について，次章との関連事項を中心にふれておく。星系は球対称密度分布の
　　　　　　　　　　　　　　　　　」＿』　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）ものとする。一般に自己重力系の！（r，η，’）は無衝突ボノレツマン方程式とポ
アソン方程式を連立させたものに従う。その平衡解（∂／∂トO）ハ（7，η）は平
衡ポテンシャルの下での“運動の積分”のみの関数であり，かつ“運動の積
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）分”の任意関数は平衡解ハとなり得る（Jeansの定理）。従って球対称密度
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（31）分布の系の力はエネルギー五と角運動量工の任意関数として無数にあ私
　　　　　　　（32）Po1yachenkoらは，その中で星系モデノレとして不自然でないいくつかの典
　　　　（33）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」＾型的な力のシリーズをとり上げ，その安定性（つまりゆらぎ助（r，η，，）の
成長の可否）を精力的に研究した。そして，それを通して得た数値的経験則
としてハにあまりよらない次の安定性CriteriOn
　　　　／一等／：：1…L7舳25練‡二足　（・・）
を見出している。ここで弘η⊥2はそれぞれ動径方向，動径垂直方向の速度
の（全系にわたる）2乗平均。系が円軌道のみ，直線軌道のみから成るとき
それぞれζ＝O，oo（等方速度分布のときζ＝1）だから，ζは系の直線的
軌道の含有量の目安である。事実，直線軌道のみからなる系一九のη
依存性はδ（η固）δ（ηφ）一は任意の摂動に対して不安定であることが解析的
　　　　　　　　　　　　（34）に厳密に証明されている。次章のモデルである一様密度球のハとしては，
円軌道のみからたる
（29）系内の各種拡散効果が無視できない場合は代りにFokker・P工a皿。k方程式。直接これを
　使って星系コアの。o11apseを論じた例として，H．Cohn，I．A．U．Symposium　No．113
　（1985）　ed・by　J．Goodman　a皿d　P・Hut，p・161・
（30）Binney　a皿d　Tremaine，前掲書（注（7）），4・4章。
（3ユ）一般にはベクトルLだが，“全系の角運動量ベクトル十0”の特別の場合以外はL（＝l　L■）。
前注の書。
（32）A．M．Fridmm　a皿d　V．L．Po1yacbe皿ko，“Physics　of　Gmvitati皿g　Systems，
　Vol．I”（1984），Springer・Veエlag，のChapter　III，§6。以下FPと略記する。
（33）たとえばし般化ポリトロープ”又はCammの分布関数と呼ばれる∫o～”（亙。一亙γ，
　（α＞一1，β〉一2）。β→一2，。。のときそれぞれ直線軌道のみ，円軌道のみの系となる。β＝0は
　等方速度分布の系。なお，この∫oの安定性問題に関する追加としてJ．Bame呂，I．A．U．
　Sy㎜posi皿m　No．113（1985），ed．by　J・Goodman　and　P・Hut，p・297，参照。
（34）V．A．Ant㎝ov（1973）による。FP前掲書，Chapter　m，§5．
　　　　　　　　　　　　　　　（68）
　　　　力一。。。。tθ（R一・）δ（η、）δ（η⊥一、ω。）
　　　　　　　　　　　r
（θ（”）は階段関数）と，さまざまの離心率の楕円軌道の混合からたる
　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　（35）　　　　加。OnSt1／（R・一、・）（ω。・・L、⊥1）一か
が知られている（ω02茎4πGρo／3）。これらはともに安定であることが示され
　　　（36）
ている。
§4　一様密度球の星系の安定性
　前章で定式化した星系安定性問題に§2の結果をそのまま適用できるのは，
一様密度球の星系の場合に限られる。このとき，1）すべてのO次の軌道が同
　　（37）
一周期なので行列K（τ）が単一の周期を持ち，2）ρ（τ）が定数しかも単位行
列になる，からである。後者はω02＝4πGm〃。／3と式（20）（22）からρ1ヂ＝δ世ゴ
となるから。本章はこの星系モデルをとり上げそのパラメータ共鳴による不
安定性を論じる。具体的にはこの星系について式（16）のγ托（尾＝O，ユ，2，…）を
求め不安定性（十分）条件（17）と照合するわけだが，ここでは計算の済んで
いるγ皇までを報告する。従って本章の緒論はγ。までの近似の範囲内での不安
定性の考察であることを，あらかじめことわっておく。
　まずO次の運動は式（18）と（22）から
　　　　　a2」　　」　　　　一r－X冊→一Xπ＝0　　　　3τ2
となる（等方3次元調和振動子）。この解は
（35）注（33）の“一般化ポリトロープ”のα＝一1／2，β日0にあたる（FP前掲書，p．145）。なお
　この∫oの肋里，”⊥里はそれぞれ1／10，エノ2となるからζ＝2／5（＜ζo）。
（36）FP前掲書，Ch叩ter　III，§3，§4。原論文はそれぞれ，L．Schipper　and　I．R．King，
　Astrophys・J・（1978）220，798，およびV．L，Po1yache皿ko　and　I．G．S11ukham，
　Sov．Astmn、（1973）17，413／（1974）17，460。なお，直線軌道のみカ・らなる一様密度球の∫。
　は構成不可能である（FP前掲書，p．148）。
（37）球対称ポテンシャル中（r）ですべての軌道が閉じるのは一様密度球（ψ叫里）とケプラー場
　（申～一ψ）の2つしかない。後者は粒子のエネルギーによって周期が異なる。ランダウ・リ
　フジッツ「力学」（1966），東京図書，§14。
　　　　　　　　　　　　　　　　（69）
　　　　克（1）一克（・）…1・デ（・）…η（烹一μ）　（・・）．
で周期2πの平面内楕円軌道。初期値X（0）・K（0）のとり方によ？て円軌道
にも直線軌道にもなり得る。式（21）からK（τ）を定めるのは任意の2粒子
α，β（α十β）の相対運動
　　　　Zψβ（τ）…X皿（τ）一馬（τ）＝o冊βcosτ十ろ。βsinτ　　　　　　　　　（27）
～≡X（O）一喝（O）｛
　＾　　　　　　＾　　　　　　　　　」
ろ血β…K（O）一刀（O）
であり，これも1粒子と全く同じ性格のふるまいをする。つまり周期2πの
平面内楕円軌道である。これを次の形にしておく
　　　　l　Z。β12＝J2冊β［1－e㌔βsin2（τ十φ皿β）コ・　　　　　　　　　　　　　　　　（28）
ここでi皿β，e血β，φ皿β（長半径，離心率，初期位相）は初期値αψろ皿βで定ま
る定数であり，O≦e皿β＜1（e皿β＝1は2粒子の直接衝突を意味するので除いて
よい）。
　よってゆらぎの運動方程式（23）は
　　　　a2　　 …五十五十K（τ）五二〇；　　K（τ十π）＝K（τ）　　　　　　　　（29）
となり，式（3）のリ＝1一の場合に相当する。K（τ）が周期πを持つことは定義式
（21）に（27）を代入してわかる。またK（τ）は対称行列である。
　式（！6）からり＝1として
　　　　　　　　　　　　　　　2　γ。＝2似？1＝O，？・＝πt・／（片）し1州2／
　　　　　　　　　　　　　　　4
が導かれ，γ≡γo＋γ1＋γ2と布くと
　　　　1一一・〃［・一嘉・・㈹・一円」・リ　　　（・・）
とたる。不安定性（十分）条件（13）は，γ・までの近似でtrλ三γとして1γ1
＞2払つまり
　　　　tr｛（片）里一1P112｝＜O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　（31）
　　　　　　　　　　　　　　　（70）
である。左辺は系の全粒子の初期値兄（0），兀（0）（α＝1，2，…，N）のμ一空間
での分布，つまり§3でふれたようにO次の分布関数ハ（r，η）に依存す乱今
の場合，前者は任意の2粒子α，βが描く楕円の軌道要素Zψeψφ血βを通
してのみ現われるので，左辺は系の粒子のすべてのpairs（α，β二1，2，…，
M；α十β）に関するJ，e，φの分布で定まる量である。しかしAppendix（C）
での計算により，正，eの分布の如何にかかわらず（φ依存性は消える）式
（3ユ）が成立することが示される。つまり一様密度球星系は，パラメータ共鴨
の機構により不安定である。
　この結論が任意のハに対してであることは，分布関数の解析により安定
な一球密度球のハの存在が確かめられている（§3の末尾）ことと両立した
い。この不一致に関し2点コメントしておこう。1つは，どちらのアフロ＿
チも一様密度球星系の安定性に関する普遍的結論とはほど遠い一本稿は
trλをγo＋γ・十γ2で近似したことにより，また分布関数アプローチは式
（25）のζ＜ζoにあたるハしか調べていないことにより一ので本質的不一
致とはまた言えないことである。2つめに，しかしながら本質的不一致の可
能性も想定し得る。というのは本稿で扱った不安定性は明白なパラメータ共
鳴であるが，この機構が分布関数アプローチの守備範囲内に含まれているか
どうか疑問が残るからである。この点に関しては検討を要するものと思われ
る。
　式（30）のγの形は，§2の終りに述べたMathieu方程式（M＝1）のリ→1（α
→1）でのγ三一2［1川（π2／8）｛（α一1）L92｝］と酷似していることに気が付
く。しかしもとの方程式を見るとMathieu方程式（2）ではαが㈹1の近傍
のフリーパラメrタであるのに反し，式（29）では対応するり2が初めから
リ＝1と固定されてしまっている。この見かけ上のちがいは後者の式に対し
注（22）で述べたような手直しをすれぱ解消される。つまりノ（≡∫十片）を定
数行列とした
　　　　　　　　　　　　　　　　（71）
　　　　♂　　　　　　　　　　　（38）　　　　　　五十地十凪（τ）昆＝O　　　　aτ2
は，凪（τ）（≡K（τ）一Po）が1周期平均すると零行列なので，Mathieu方程
式と完全に対応する：α⇔ノ，一2gcosτ⇔K（τ）。従って（初一1）とqに対応
する7リー・パラメータがノー∫＝片と片（：K（τ）の“振幅”）であり，γの表
式の中の（α一1）2，q2にあたる所にそれぞれtr（Po）2，trlp112が現われてい
るのである。一
§5　お　わ　り　に
　最後に簡単にbackgroundとしての問題意識を述べ，次のステップヘの
いささかspecu1ativeな展望を付け加える。
　星系が孤立したものでなく外力（他の天体による潮汐カ）の揺乱をうける
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39〕とき，ゆらぎの方程式は線型の範囲でaξμτ十Q（τ）ξ＝F（τ）となる。この
解はこれの斉次方程式aξ／aτ十Q（τ）ξ＝0の基本解行列をX（τ）としてξ（τ）
一・（1）．1；r・（・W）・・とな／，内部エネ／レキr励起量は∠吋・ll；
a’τハ（τ）x（τ）x’i（τ’）F（τ’）で与えられる。つまり∠瓦は安定性問題（斉次方
程式）の解x（τ）に基本的に左右さ．れ，これはQ（τ）を通して系の内部構造
一0次の軌道運動の詳細一に支配され孔内部構造の違いが〃に上下
　　　　　　　　　　　　　（40）どれだけの幅を与え得るか，が筆者の当初の問題であり，本稿はワン・ステ
ップとしてその方向での安定性問題の定式化をし，やや特殊な。ase　study
ではあるが一様密度球の安定性を考察した。最後の件に関しては，高次の
μの計算や分布関数アプローチとの関係など，やり残したことが少くない。
（38）対称実行列ノを対角化するユニタリー行列σに対し（σ一坊）｛が（第三項が無いとき）振
動数ω｛を持つ自由振動のモードになる（仁1，2，…，M）。ただしω葦，ω董，…，ω差は対角行
　列σ1ユ〃の対角成分。各モードは第三項によって（線型に）COupIeしている。
（39）F（τ）は2M次元縦ヘクトルで，系内の粒子（の単位質量あたり）に働く外力を示すM次
元縦ヘクトルを∫（τ）とすると，F寸（τ）…（O，∫†（τ）ノω蕎）で定義され孔ダガー記号†は転置を
表わす回
（40）定量的には線型近似で済まされない問題である。多くの場合，線型近似での解の発散とい
　う事態が非線型的扱いの必要性を示す指標となる。
　　　　　　　　　　　　　　　（72）
　§1で系の内部構造が｛Parent＋fami1y｝をワンセットとする軌道族（それ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）はポテンシャルの自由度に応じた必要な個数だけの保存量で指定される）を
多数重ね合わせたものとして表現される，という観点を簡単に紹介しれ次
のステップとして興味があるのは，（いわば原子核の殻模型のように）系が
独立な軌道族の集まりであるとするこの描像を，星系の安定性問題ひいては
内部エネルギー励起問題の記述にとり入れることであ乱そのためには1つ
の問題を乗り越えねばならない。“独立な軌道族”という第0近似的（ある
いは一体間題的）概念が，§3で指摘したように，式（23）のK（τ）の項で表わ
される多体効果を考慮に入れたとき根本的変更を受けずに済むか，という問
題である。いわばこの描像そのものの“安定性”問題と言える。否定的な谷
となるかもしれず，或いは初めの“独立な軌道族”がK（τ）項による淘汰を
受けてその一覧表にO×がつけられるかもしれない。もし各軌道族が基本的
に独立性を保持しつつ，多体効果はそれらの間の弱い結合（それに伴うユつ
の族から他の旅への粒子の“遷移”）ないし個々の族の変形をもたらすのみ，
という結論になれば上記の目論はとりあえず立脚点を得たことになる。次の
ステップヘの展望はこの解析の結果にかかっていると言えよう。
ApP㎝dix（A）
　解ξ（τ）・・x（τ）ξoでρをスカラF定数とした次の性質
　　　　ξ（τ十π）＝ρξ（τ）
をみたすものを探す。式（9）からこれはX（τ）（λ一ρりξo＝0，X（τ）が正則だ
から（λ一ρ∫）ξo＝0。ここでξoは零ベクトルでないから（もしそうならξ（τ）
（41）保存量の個数が不足のもの，特に1個（エネルギー）のみのiHegular　orbit（又は
　st㏄hastic　orbit）もしばしば存在しregular　orb三tからなる軌道族の占める空間領域に浸
入して複雑な境界領域を作る。同時に，皿On－CIa畠SiCaI（又はeffeOtiVe）i皿tegralという数
値計算的保存量はtime　spanに依存する相対的概念であることにも注意する必要があ乱
Sohw丑rzschiM（1981），前掲論文（注（5）の2つめ），およびBimey　and　Trem田ine
　（1987），前掲書（注（7）），Chapter3・5。
　　　　　　　　　　　　　　　（73）
…0という無意昧な解になる）
　　　　det（■4一ρエ）＝O．
この固有値左固有ベクトルをρ｛，ξo（ξ）（仁1，2，…，2M）とする。ξ（｛）（τ）≡
x（τ）ξo（’）とおくとλξoω＝ρ｛ξo（づ）と式（9）から
　　　　ξ（’）（τ十π）＝ρ｛ξ（｛〕（τ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A1）
式（12a）からρ1＋0だからρFe醐とおける。同じ式からη・十η呈十…η〃＝O
である。式（A1）をみたすξ（｛）（τ）の一般形は
　　　　ξ（台）（τ）＝・η1τg（’）（τ）
ここで9（｛）（τ）は周期πの任意関数で2M次元縦ベクトル。任意のξoはξo（’）の，
従って任意のξ（τ）＝X（τ）ξOはξ（｛）（τ）＝X（τ）ξO（づ）の一次結合で表わせるか
ら，本文のF10quetの定理が得られる。ただし一次結合ξ（τ）・・Σc・ξ（｛）（τ）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i
ΣCle恢q（’）（τ）の定数C包をq（の（τ）に含ませたものをあらためてq（’）（τ）とおい
4
た。
ApP㎝dix（B）
　式（9）でτ＝0とおくとλ二X（π），従ってX（τ）をまず求める。式（4）の
Q（τ）から定数行列を分離して
　　　　・・）一（ガ）・（よ）二）一舳）
とおくと式（6）は
　　　　3　　 一 一X（τ）十QoX（τ）＝一Q1（τ）X（τ）　　　　2τ
　　　　3　　 7；一｛・舳（τ）｝＝一紬Q・！τ）・一州紬X（τ）｝
W（τ）・≡eτ軌Q、（τ）e一τ軸とおいて積分すると，τ＝Oのときeτ軌X（τ）＝ハこ
注意し，
刈（1）一∫・（一1）1；州（1’）・〆舳（1つ・
（74）
左辺を逐次右辺に代入して（収束性は仮定する）
一∫・（一1）1；・1・W（1・・（一1）・1；・1中11W（1・）W（1・）・…
両辺にe一τQoを（左から）かけてX（τ）の表式が得られる。ここでeτ鮎は
三角関数を成分とする次の2M次正方行列である，
　　　　　　　　　　　　　1．　　　　か（：ニニニ、一輪∫）
これは馳一（一1洲榊一（抑i3Il∫）1伽
㌫ふ（秒とから得ら帆
以上からtrλ＝trX（π）≡γ〇十γi＋γ2＋…　とおくと
　　　アFt・1・一π刈＝2Mcosリπ
11一（一1中1…／・一州（1・）／
ll一（一・）l戟G・小1・…1｛・・／グ州1・）W（1・）…W（11）／
　　　　　（尾≧2）
ここで
　　　e■πQ・W（τ、）W（τ。）…W（τ吐）
　　　　＝ε一（π吋1）Q佃Q、（τ、）グ（τj■τ・）Q・Q。（τ呈）…e■（τ丑一rτ正）軌Ql（τ正）e■τ止ρ皿
にe一τ軌とQI（τ）の表式を代入して対角和をとれば式（16）が得られる。
ApPe皿dix（C）
K（τ）が対称行列であることに注意すると，定義式（15）を使って
　　　∠…tr｛（片）2－1尺1つ
一（÷）2幕1；・ヤ11一・…（1小一
×ΣK血・，βゴ（τ）K皿・，βゴ（τ’）
　オ，ゴ
　　　　　　　（75）
（A2）
　ここでZ…X（τ）一喝（τ），Z…X（τ’）一馬（τ’）とおくとZZ’は式（28）
の平方根の形で，またZZ’は同氏のZ血β，e。β，φ。βを使って
　　　　Z　Z’＝㌘皿β　｛cos（τ十φ皿β）cos（τ’十φ皿β）
　　　　　　　十（1－e2冊β）sin（τ十φ皿β）sin（τ’十φoβ）｝
と表わせる。何故ならZとZは同一平面内（”，ツ平面とする）を動くので
Z＝（み，Z〃，O）；Z戸3冊β・cos（τ十φ血β），Z酊＝Z皿β1／1－e2皿βsin（τ十φ血β）と書け，
Zも同様（τ→τ’）だから。式（21）からK皿1，βゴ（τ）＝（Gm／ω02）（3Z｛ろ一δ｛ゴZ2）／
Z5となるから
暮瓦州（τ）九州（・）一・（等）2／・募多！2一、ら。／
これを式（A2）に入れると被積分関数はパラメータとしてZ皿β，e2山β，φ皿βのみ
を含む。しかも周期＝πだから積分するとφ皿βが消える。
　以上から，g壷e2皿β（O≦g＜1）とおいて
1一・（芸蓑）2幕（★プω（・）　　　（・・）
測（・）一1；・11；州1一・…（1一・）／州｛・）一ゐ1（＾・）1
　ゐ。≡3［cos2τcos2τ’十（1－9）2sin2τsin2τ’｛
　　十ユ（1一。）・m2τ・m2τ・コ／（1－9・1・・τ）・ノ・（1－9・1・・、・）…
　　　2
　＾≡ユノ（1－gsm2τ）目ノ2（1－9sm2τ’）3”
　このあとの時間積分の各項はすべて次の第一種，
珂厄
　　　　H（・）一1；／2。、考、1、。”
　　　　H（・）一172γ・一。・1・・…
第二種の完全楕円積分
に帰着さすことができ乱その変形のためには
　　　　若一ま、（阯）・劣一夫／1書、一・／
（76）
および
1；／2γ普蒜”一1；／2（1票話姜）。／・一÷（一週・・）
1；ノ2（。．、窯・”）・。・一（1圭、）・万
の諸公式が手もとにあれば十分である。
　結果として式（A3）のω（9）は旦Fに関する次の2次式にたる（9・←0）：
　　　　　　　　　　　16　　　　ω（・）＝’3。・（1一。）’∫（・）
∫（q）＝λi炉一λ2児F＋為F里
　λ1＝ユ6（1－q）十q2｛
　2。＝16（21）（ユー9）
　λ。＝（11）（41）（4－3q）
∫（g）の厄，Fに関する判別式は
　　　　エ）：222－4λ工λ呂＝一394（1－9）＜二〇
かつ2エ＞0だから∫（9）＞0，よって0＜9＜1に対しω（q）＜O．rOのとき
は伽（O）雪一1／4＜0。以上から，軌道のパラメータC皿β，e2冊β（0≦e2帥＜1）の
任意の値に対して式（A3）の（1／3皿β）6湖（q）＜Oだから∠＜0である。
（77）
